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工程統計-第四章

常態分布與應用
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第四章 : 常態分布與應用
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將隨機試驗所有可能結果轉為數值(事件機率)所

使用的變數稱為隨機變數(Random Variable)。

◎隨機變數的函數◎隨機變數的函數

1.間斷式機率函數

(Discrete Probability Distribution

2.連續式機率函數

(Continuous Random Variable)

44--1 1 隨機變數與機率分配隨機變數與機率分配
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◎連續型隨機變數◎連續型隨機變數

連續分配之機率函數稱為機率密度函數(Probability 

Density Function)，以 函數表示。)(xf
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◎◎機率密度函數機率密度函數

對於連續型隨機變數 X 之所有可能值範圍而言，

其機率密度函數 。
0)( ≥xf

而介於 a 與 b 間的面積為
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44--2 2 常態分配常態分配

常態分配(Normal  Distribution)又可稱為高斯分配
(Gaussian  Distribution)。

◎◎常態分配與母體次數分配曲線常態分配與母體次數分配曲線

常態分配為統計學最重要的分配之一，當樣本數足

夠大(一般而言， )，則間斷型機率分配或連

續型機率分配，可以用常態分配來逼近。常態分配

圖形為一鐘型(Bell Shape)對稱的曲線。

30≥n
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母體具平均數 與標準差 之隨機變數 的常態分配

的機率密度函數為：
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以平均數 決定曲線的中心位置，

而標準差 則用以衡量曲線的散佈

程度。

μ
σ
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◎標準常態分配◎標準常態分配

可使常態轉換成 及 的標準值Z，此時

常態變數Z稱為標準常態隨機變數(Standard 

Normal Random Variable)，轉換常態分配稱為標

準常態分配(Standard Normal Distribution)，
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◎◎任一常態任一常態

隨機變數的隨機變數的

機率機率
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4-3:隨機抽樣

隨機樣本

非常簡單的隨機樣本是指一樣本中n個觀察值

1 2, , , nX X XL 彼此均相互獨立，此時，每一

X 的分配即為母體之分配 p(x)，亦即：
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=母體分配：p(x)

因此每一個觀察值都有一母體平均數 與標

準差 。

1 2( ) ( ) ( )np x p x p x= = =L

μ
σ

自一母體抽出一典型的隨機樣本，此一樣本之平
均數將個別的觀察值予以平均化－非極端化。
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樣本可靠嗎？

當然，抽樣的目的是對於現行的母體進行
統計推論。例如，我們總是希望樣本平均
數 盡可能地接近母體平均數 。關於這
一點，我們可以下列兩個方式來研究 如
何趨近於 。

μ

μ
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方法一：自母體抽出一樣本，然後計算其
平均值，重複做這樣過程，並不斷計算出
新的平均值X，最後觀察每一樣本X之變動
情形，此即為X的抽樣分配。

方法二：用數學推導來求得X的抽樣分配。
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樣本平均數的動差

[ ]1 2

1
X

n nX X X≡ + + +L

樣本平均數 之定義為：X

1 2, , , nX X XL由於 是X 的線性組合，

故 本身亦為隨機變數。

！！那麼它的變動情形為何？

！！期望值與變異數又各為若干呢？

X
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[ ]1 2

1
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n
= + + +L

X 之期望值為：

每一觀察值X之母體分配為p(x)，而母體
平均數為 ，故 1 2( ) ( )E X E X μ= = =L

，因此：
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44--4 4 母體為常態分配時母體為常態分配時 的抽樣分配的抽樣分配X
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由於每一觀察值 X 存在一母體分配 p(x)，
其中變異數為 ，故：2σ

的標準差X
n

σ
=
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SE
n

σ
=X標準誤

此一 與 之離差乃表示估計誤差，即通
常所稱之標準誤(standard error)或SE：

X μ

母體平均值＝ 抽樣平均值＋抽樣誤差
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1. 以 代表樣本平均值之標準誤（Standard Error of 

the Sample Mean），此值與 及樣本數有關。

2. 根據常態分布法則，可知約有95％樣本平均值落於

管制界限內（即母體平均值的正負2個標

準誤），以及約有99％之樣本平均值落於 管

制界限內。

平均數的範圍

X
σ

σ

X
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X

3. 若樣本平均重量落於管制下限（Lower Control 

Limit）LCL及管制上限（Upper Control Limit）UCL

內，則LCL≦ ≦UCL，稱製程在管制狀態中；反

之，稱製程不在管制狀態中。
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◎◎ 的常態分配的常態分配X

當自 常態分配之母體中抽樣，則 的抽樣分

配亦為常態分配，此時 的平均數等於母體的 。

如果母體 未知，則以樣本 取代，亦不影響其性

質，此時 之標準誤為
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X μ
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◎標準誤的特性◎標準誤的特性

(1)(1) 是樣本 與母體 間離散程度之測度，如果

離散程度減少，此乃意謂著當 減少時，任何單

一樣本 將更接近母體 。

(2)(2)當母體為常態分配時， 值取決於 與樣本 數。

由於 ，故當母體 愈大，則 亦愈大；

反之，若 愈小，則 愈小。

(3)(3)第二個會影響 值者為樣本大小。
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44--5 5 非常態母體的抽樣分配非常態母體的抽樣分配

◎若當母體並非為常態分配，只要樣本數夠大（通常指

n>30），依據中央極限定理（Central  Limit

Theorem）， 的抽樣分配會近似於常態分配。

◎中央極限定理：◎中央極限定理：

所謂中央極限定理係指從一母體中隨機抽樣，不限母

體的分配型態為何，只要樣本數夠大（一般為n>30），

則不論母體的機率分配型態，樣本平均數 的抽樣分配

近似於常態分配。

X

X
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在這種情形下，我們可

(1)(1)以與此母體特性相近的另一已知母體 來代表。

(2)(2)在大樣本(n>30)條件下，無論母體分配是否屬於

常態，則以樣本標準差 S 取代之。

(3)(3)當母體為常態分配及小樣本情形下，可用樣本S

取代，惟此時須用Student-t 分配來分析。

◎◎當母體當母體 未知時未知時σ

σ
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◎◎ tt 分配的統計量分配的統計量

(1)(1)由於母體參數通常為未知，故其參數值另以樣本統

計量來估計：即用 估計 ，以 s 估計 。

(2)(2)當以樣本 s 取代 ，則樣本 之標準常態分配之轉

換式為

由於 與 s 皆為隨機變數，故經轉換後 的抽樣分配會

隨著樣本數的不同而改變，故上式亦為一隨機變數。
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(3)(3)在小樣本情形下，以 s 估計 並不很精確。針對此

問題，統計學家W.S. Gosset 在1908年以student為筆

名的論文中首先提出 t 分配，或簡稱 t 分配。 t 分

配的統計量(Student Statistic)為

(4)(4)圖9-5的t 分配曲線中， 面積即為在 點(值)以右

(右尾)的面積，其面積代表其機率值，可表為下式：
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t分配與常態分配相似，兩者都是對稱於0的平均值之

鐘形分配。

(1)(1)t 統計量受到兩個隨機變數 與 的影響，而Z統計量

只隨 的變動而改變。

(2)(2) Z分配的母體 為已知而t 分配時 未知，故t分配

的變異性較大。

(3)(3)圖9-6可看出兩者皆為相似的鐘形曲線，但t分配的曲

線的頂端較Z分配為低，且t分配曲線的尾端較Z分配

為分散，表示其變異性較大。

◎◎ t t 分配曲線與常態曲線之比較分配曲線與常態曲線之比較

X
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