
0

M o d e r n  E n g i n e e r i n g  S t a t i s t i c sM o d e r n  E n g i n e e r i n g  S t a t i s t i c s

工 程 統 計工 程 統 計工 程 統 計工 程 統 計

迴歸分析與預測迴歸分析與預測
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4-1以最小平方法求線性迴歸

◎線性迴歸（Linear Regression）常用以表示變數

Y與X的直線關係，Y= a + bX。

◎線性迴歸之建立：

(1)根據蒐的樣本資料( X , Y )。

(2)利用最小平方（Least Square）法找出式中最

配適的斜率（b）及截距（a）。
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圖4-1中的直線乃依25個觀測值所建立的迴歸直

線，可用以預測X在特定下之Y的反應值。
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4-1-1最小平方法

最小平方法（Method of Least Squares）乃為求得一最

佳配適直線的客觀且有效方法，最佳配適係指利用的

配適直線與資料點（Xi,Yi）之總離差平方和為最小。

可對a與b取偏微分，然後令微分方程式等於0，得以下

二式：
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可解得係數a與b：
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表 4-1 利用觀測資料來估計直線迴歸係數 

觀測值 
i  

資料輸入數 
X  

工作站處理需時 
( 秒 ) Y  

 
XY  

 
X 2  

1 2 66 132 14 
2 19 77 1,463 361 
3 6 37 222 36 
4 23 106 2,438 529 
5 10 55 550 100 
6 23 89 2,047 529 
7 9 52 468 81 
8 30 128 3,840 900 
9 18 63 1,134 324 

10 25 104 2,600 625 
11 19 76 1,444 361 
12 2 44 88 4 
13 27 97 2,619 729 
14 28 109 3,052 784 
15 8 40 320 64 
16 29 124 3,596 841 
17 29 98 2,842 841 
18 16 63 1,008 256 
19 33 131 4,323 1,089 
20 3 41 123 9 
21 34 111 3,774 1,156 
22 32 151 4,832 1,024 
23 13 76 988 169 
24 33 114 3,762 1,089 
25 35 143 5,005 1,225 

 506 2,195 52,670 13,130 
   = ∑ X     = ∑Y  = ∑ XY   = ∑ X 2  

X Y s sX Y= = = = = =
506
25

20 24 2 195
25

87 80 10 97 33 99. , . . .  
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4-1-2 最小平方法的合理性與意義

每個垂直離差表示以迴歸直線式所得預測值之誤差

（Error）值。

)29.6(121.4-151Y(32)Y22 秒===

第i個觀測值與對應直線點之垂直距離（離差）

為 。例如第22個觀測點（32,151），位於迴歸

直線上方之垂直離差為

)Y(X-Y ii
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4-1-3 測度迴歸的變異

迴歸變異量分析主要是用以估量散佈之各觀測點與

迴歸直線間的離散程度，此種測度稱為估計的標準

誤（Standard Error of the Estimate）
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(X)Ŷ-Y
2

∑

9

表 4-2 估計的標準誤之計算 

觀測值  
i  

資料輸入數  
X  

工作站處理需時 
Y  

Y X( ) =  
30 04 2 854. .+ X  

 
Y Y X− $( )  [ $( )]Y Y X− 2  

1 2 66 35.7 30.3 918.09 
2 19 77 84.3 −7.3 53.29 
3 6 37 47.2 −10.2 104.04 
4 23 106 95.7 10.3 106.09 
5 10 55 58.6 −3.6 12.96 
6 23 89 95.7 −6.7 44.89 
7 9 52 55.7 −3.7 13.69 
8 30 128 115.7 12.3 151.29 
9 18 63 81.4 −18.4 338.56 

10 25 104 101.4 2.6 6.76 
11 19 76 84.3 −8.3 68.89 
12 2 44 35.7 8.3 68.89 
13 27 97 107.1 −10.1 102.01 
14 28 109 110.0 −1.0 1.00 
15 8 40 52.9 −12.9 166.41 
16 29 124 112.8 11.2 125.44 
17 29 98 112.8 −14.8 219.04 
18 16 63 75.7 −12.7 161.29 
19 33 131 124.2 6.8 46.24 
20 3 41 38.6 2.4 5.76 
21 34 111 127.1 −16.1 259.21 
22 32 151 121.4 29.6 876.16 
23 13 76 67.1 8.9 79.21 
24 33 114 124.2 −10.2 104.04 
25 35 143 129.9 13.1 171.61 

    −0.2 4,204.86 
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4-2 相關與迴歸分析

◎相關係數

相關係數（Correlation Coefficient）r表示X與Y間直線關係

的強度，r的正負符號表示相關的方向而r值必介於+1與-1
之間。

◎相關係數的計算

相關係數可用以測度每一個觀測點與其樣本平均值 及

之交叉的差異。
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則此兩者乘積和即為相關係數：
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上式可加以轉換為：
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將觀測點與 與 差距予以標準為1而期望值為

0，其計算式如下：

X Y
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其中分子部份可寫成：

( )( )X X Y Y XY nXY− − = −∑ ∑

最後相關係數的計算式為：
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4-3  複迴歸分析

有二個自變數的複迴歸式可表示成

欲求得各係數，分別以上式對a ,b及b取偏微分並令
其值為零

1 1 2 2Y na b X b X= + +∑ ∑ ∑
2

1 1 1 1 2 1 2X Y a X b X b X X= + +∑ ∑ ∑ ∑
2

2 2 1 1 2 2 2X Y a X b X X b X= + +∑ ∑ ∑ ∑

2211 XbXbaY ++=

我們採用最小平方法來估計複迴歸式的係數，使得
垂直離差的 平方和最小，即Ŷ-Y

[ ]∑∑ ++= 2
2211

2 )(-Y)Ŷ-(Y XbXba
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表 4-4 燃油里程、辛烷含量及車速之試驗資料 

試驗 燃油里程 (mpg) Y  辛烷量 X1  平均車速 (mph) X 2  
1 24.8 88 52 
2 30.6 93 60 
3 31.1 91 58 
4 28.2 90 52 
5 31.6 90 55 
6 29.9 89 46 
7 31.5 92 58 
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表 4-4 ( 續 ) 

試驗  燃油里程 (mpg) Y  辛烷量 X1  平均車速 (mph) X 2  
8 27.2 87 46 
9 33.3 94 55 

10 32.6 95 62 
11 30.6 88 47 
12 28.1 89 58 
13 25.2 90 63 
14 35.0 93 54 
15 29.2 91 53 
16 31.9 92 52 
17 27.7 89 52 
18 31.7 94 53 
19 34.2 93 54 
20 30.1 91 58 
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4-3-1 殘差與估計標準誤差

其迴歸式的估計標準誤差為：

( )
3

ˆ
S

2

12Y −
−

= ∑
⋅ n

YY

垂直離差， ，又稱為殘差(Residuals)。

殘差常用於衡量 於迴歸式中為無

法解釋的變異的部份。

YY ˆ−

( )2ˆ∑ −YY
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表 4-6 燃油里程之真實值與預測值及殘差的計算表  

真實值  

Y  

預測值  
$Y  

殘 差  

Y Y− $  

離差平方  

( $)Y Y− 2  
24.8 27.34 −2.54 6.4516 
30.6 31.26 −0.66 0.4356 
31.1 29.39 1.71 2.9241 
28.2 29.70 −1.50 2.2500 
31.6 28.96 2.64 6.9696 
29.9 30.00 −0.10 0.0100 
31.5 30.57 0.93 0.8649 
27.2 27.65 −0.45 0.2025 
33.3 33.67 −0.37 0.1369 
32.6 33.12 −0.52 0.2704 
30.6 28.58 2.02 4.0804 
28.1 27.04 1.06 1.1236 
25.2 26.98 −1.78 3.1684 
35.0 32.74 2.26 5.1076 
29.2 30.63 −1.43 2.0449 
31.9 32.06 −0.16 0.0256 
27.7 28.52 −0.82 0.6724 
31.7 34.17 −2.47 6.1009 
34.2 32.74 1.46 2.1316 
30.1 29.39 0.71 0.5041 

604.5 604.51 −0.01 45.4751 
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表 4-7 加入第 3 個自計數 - 載重的原始資料 

 

試驗  
燃油里程 (mpg)  

Y  

乙烷含量  
X1  

平均車速 (mph)

X 2  
載重 ( 磅 )  

X 3  

1 24.8 88 52 646 
2 30.6 93 60 465 
3 31.1 91 58 359 
4 28.2 90 52 665 
5 31.6 90 55 214 
6 29.9 89 46 606 
7 31.5 92 58 458 
8 27.2 87 46 557 
9 33.3 94 55 605 

10 32.6 95 62 407 
11 30.6 88 47 259 
12 28.1 89 58 423 
13 25.2 90 63 596 
14 35.0 93 54 286 
15 29.2 91 53 612 
16 31.9 92 52 399 
17 27.7 89 52 444 
18 31.7 94 53 697 
19 34.2 93 54 376 
20 30.1 91 58 363 25
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表 4-8 車輛停等數與燃油里程之試驗資料 

 
 

試驗  

燃油里程  
(mpg)  

Y  

車輛停等數 / 哩  
 

X 3  

  
 

試驗  

燃油里程
(mpg)  

Y  

車輛停等數 / 哩
 

X 3  

1 24.8 1.2  11 30.6 0.2 
2 30.6 0.7  12 28.1 0.7 
3 31.1 0.3  13 25.2 0.6 
4 28.2 0.6  14 35.0 0.3 
5 31.6 1.2  15 29.2 0.8 
6 29.9 0.1  16 31.9 0.7 
7 31.5 0.2  17 27.7 1.4 
8 27.2 0.1  18 31.7 1.1 
9 33.3 0.3  19 34.2 0.2 

10 32.6 0.4  20 30.1 0.1 
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表 4-9 罐重減輕的相關資料表  

溫度  接觸時間  每 1 M 化學劑濃度下減輕的罐重 ( 毫克 )  
X2 , °C  X3 , 小時  0115. M  0 057. M  0 028. M  0 01. M  0 0025. M  

25 1 3.85 1.89 00.5 −  −  
 3 13.75 7.1 03.0 −  −  
 6 34.6 15.4 06.4 −  −  
 12 88.4 36.8 15.9 − −  

45 1 19.2 11.7 04.4 02.6 1.5 
 3 76.9 39.7 16.9 10.8 3.2 
 6 152.2 77.1 36.4 14.6 5.2 
 12 220.2 100.2 49.3 19.3 5.1 

65 1 101.5 41.0 15.4 07.1 2.9 
 3 139.8 113.0 44.0 09.4 4.0 
 6 228.0 100.0 54.7 17.0 4.6 
 12 276.7 100.0 54.1 26.0 4.7 

78 1 112.6 49.7 27.5 −  −  
 3 211.1 86.9 43.9 −  −  
 6 265.9 112.9 48.0 −  −  
 12 280.0 122.0 65.8 − −  



28 29

30 31



32 33

如何找出相關

針對五個選美之評分，找出對美之相同看法：

STEP 1：
量化：第一名給5分，第二名給4分………

1491625
12345乙

12345甲

EDCBA

表一：為甲與乙兩位評審者針對5個參賽者之評分。

總分：55

補充資料

34

表二：

58985
54321乙

12345甲

EDCBA

STEP 2：

數量化之相關強度：

將每一個參賽者之得分相乘，表一之總分為55，表

二之總分為35，進一步發現，任何評分均介於55~35
之間。

總分：35

35

STEP 3：

(1) 將範圍55~35扣去適當值（平均值45）：移動中

心位置得 10 ~ -10

(2) 除去一個適當值（i.e 就大之差距）：統一變化範

圍在 1~ -1之間

另例如參賽者為6位會得：

量化相關強度為：91 ~ 56

分 成： 17.5 ~ -17.5

再標準化： 1 ~ -1   
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相關係數

例：6個同學之學業與體育之相關

77F

46E

89D

79C

55B

56A

體育學業

體
育

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

學業

7=X

6=Y
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STEP 1. 先標準化

移動中心位置：

每一點均以 為原點，如位在第一個與第三個象限均

表示正相關，反之在第二個與第四個象限則為負相關。

YYY

XXX

ii

ii

−→

−→

YX ,

STEP 2. 量化相關強度：

將每一個座標之相關強度計算如下：

所有資料相關強度之總和為：

( ) ( )YYXX ii −⋅−

( ) ( )∑ −⋅− YYXX ii
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STEP 3. 統一範圍在 1 ~ -1 之間

將 除以最大變化差距為

得

[証明]：

( ) ( )∑ −⋅− YYXX ii

( ) ( )∑ −⋅−
22

YYXX ii

( ) ( )
( ) ( )∑

∑
−⋅−

−⋅−
=

22
YYXX

YYXX
r

ii

ii

( ) ( ) ( )( )[ ]∑ ∑ ∑≥⋅
22

iiii baba

( ) ( ) ( )( )iiii baba ∑∑ ∑ ≥22

XXa ii −= YYb ii −=令

( ) ( ) ( ) ( )∑∑ −⋅−≥−⋅− YYXXYYXX iiii
22
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0117007
24-241-16
4428429
2117429
21-154-25
11-151-16

iX XXi − ( )2
XXi − iY ii YY − ( )2
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7=X ( ) 14
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瓦斯消耗量大約97%之變異可以用他與溫度的直線關聯來說明

=
−

−
=

∑
∑

2

2
2

)(
)ˆ(

YY
YY

i

ir
Sum of squares due to regression
Sum of squares corrected for mean

= Y預測值隨著X值沿直線移動時產生的變異

Y觀測值的總變異

例：

250450490880850870610520瓦斯消
耗量Y

57.149.746.429.528.627.238.249.4溫度X

54321121110月份

966.02 =r ( )0983−=r


